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Trigonometria - Teoria


Resolució de triangles 
Resoldre un triangle vol dir calcular tots els seus elements (costats i angles) no donats. Per resoldre problemes de triangles és molt important fer un esbós del problema identificant aquelles dades que coneixem. Els angles els denotarem amb lletres majúscules i els costats oposats a l’angle amb la mateixa lletra, en minúscula.

En el cas de triangles rectangles podem usar les eines següents:

· la suma dels angles d’un triangle és de 180o, 

· el teorema de Pitàgores 
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,

· la definició de les raons trigonomètriques.
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Cas 1. Coneixem un angle agut i un costat.

En aquest cas utilitzem la raó trigonomètrica que ens relacioni el costat conegut amb el que volem trobar.

Per veure com funciona vés a l’applet de GeoGebra “resol triangles rectangles”.

Cas 2. Coneixem dos costats.

Podem aplicar el teorema de Pitàgores per trobar el tercer costat i després alguna raó trigonomètrica per trobar l’angle.

Per practicar pots anar a “triangles rectangles 2”, un applet de GeoGebra.

En el cas de triangles no rectangles podem intentar dividir el triangle en dos triangles rectangles amb l’altura convenient de manera que els triangles resultants es puguin resoldre.
Exercicis:
1.   Resol els triangles rectangles següents:
	a)  
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	b) 
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	c) 
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	d)
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2.   Per mesurar l’alçada d’un edifici es mesuren els angles d’elevació des de dos punts diferents separats 100 m. Si els angles són de 30o i 35o, quina és l’alçada de l’edifici?
3.   L’altura d’un triangle isòsceles és de 13 m i forma un angle de 50o amb cadascun dels costats. Quant mesuren els costats del triangle i els angles de la base?
4.   Calcula els catets d’un triangle rectangle sabent que la hipotenusa mesura 45 cm i un dels angles és de 32o45’15’’.

5.   Un arbre projecta una ombra de 13,5m quan el sol es veu en un angle d’elevació de 32o.

a) Quina és l’alçada de l’arbre?

b) Per a quin angle d’elevació l’ombra projectada coincideix amb l’alçada de l’arbre?

6.   En Marc fa volar un estel. El fil de l’estel fa 50 m i forma amb l’horitzontal del terra un angle de 55o. Si suposem que el fil està tens, a quina alçada es troba l’estel?
7.   En un tram de carretera la inclinació és de 5o. Quants metres puja la carretera en aquest tram de 100 m sobre la carretera?

8.   Una escala està recolzada a la paret de manera que la base de l’escala està a 5 m de la paret. 

a) A quina alçada de la paret arriba si forma un angle de 70o amb el terra? 

b) Quina és la longitud de l’escala?

c) Si acostem l’escala 2 m a la paret, quin angle forma l’escala amb el terra? I si l’allunyem 3 m des de la posició inicial?

9.   Dos amics estan separats per 1 km i veuen un globus amb uns angles d’elevació de 46o i 52o, respectivament. A quina altura vola el globus i a quina distància de cada observador?
10.   En un tram d’un riu amb les ribes paral·leles es troben dos persones separades per 15 m i veuen un arbre a l’altra riba. Els angles en què la veuen són de 24o i 56o. Quina amplada té el riu?

Aplicacions de la trigonometria

· Càlcul de l’àrea de polígons regulars.

Un polígon regular està format per triangles isòsceles, tants com costats té el polígon. El valor dels costats iguals és el radi de la circumferència circumscrita al polígon. (en el cas de l’hexàgon, els triangles són equilàters).

Exemple: Calcular l’àrea d’un pentàgon regular de costat 10 cm.
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Per trobar l’angle  usem la propietat que el polígon és regular i, per tant, tots els angles seran iguals. Així, 
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Després ens centrem en el triangle rectangle per trobar l’apotema (a). Al ser un polígon regular els triangles són isòsceles i l’apotema divideix la base pel punt mig. Així  hem de trobar un costat d’un triangle rectangle del qual coneixem l’altre costat i un angle.
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Per últim, calculem l’àrea del polígon 
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La solució serà: 172,05 cm2.

· Càlcul de distàncies.

Moltes vegades és impossible accedir a la base del lloc del qual es vol calcular l’altura, com pot ser una muntanya o un edifici o una illa. En aquests casos les distàncies es calculen a partir de dues observacions. Aquí en tens dos exemples:

Exemple 1: Quina alçada té un edifici si una primera observació des del terra veu el cim de l’edifici amb un angle de 45o i una segona observació en un punt 30 m més allunyat de l’edifici el veu amb un angle de 30o?
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En aquest cas, tenim un problema de doble observació. Això vol dir que ens queden dos triangles rectangles i podem resoldre’l a partir d’un sistema d’equacions.
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Exemple 2: Dos amics veuen des de les portes de casa seva una torre amb uns angles de visió de 45 i 60o, respectivament. La distància entre les cases és de 126m i la torre està situada enmig de les cases. Troba l’altura de la torre.
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Aquest també és un exemple de doble observació encara que l’esbós és lleugerament diferent. La forma de resoldre’l, però, és idèntica.
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Teoremes del sinus i el cosinus

Per resoldre triangles qualssevol s’utilitzen també els teoremes següents:
· Teorema del sinus:  El teorema diu el següent: “Els costats d’un triangle són proporcionals als sinus dels seus angles oposats”.
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Per veure la demostració prem aquí. (És una demostració de I. Larrosa)
S’utilitza per resoldre un triangle quan:

· coneixem dos angles i un costat

· coneixem dos costats i l’angle oposat a un d’ells.

· Teorema del cosinus: és una generalització del teorema de Pitàgores.
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Per veure la demostració prem aquí. (És una demostració de I. Larrosa)


S’utilitza quan:

· coneixem els tres costats del triangle
· coneixem dos costats i l’angle que formen
· coneixem dos costats i l’angle oposat a un d’ells.

Exemple:

D’un triangle en coneixem els costats  a= 10, b= 7 i l’angle B = 40o. Resol el triangle. 

Amb les dades que tenim podem calcular l’angle A aplicant el teorema del sinus:
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Per trobar el costat c   apliquem el teorema del cosinus 
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Substituïm els valors i obtenim:
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Considerant c= 10,431323, l’angle C el trobarem pel teorema del sinus i serà:
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Si considerem c’=4,8891209 obtindrem un angle 
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Fixem-nos en què obtenim quan ho representem gràficament:
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Obtenim dos triangles diferents de manera que els angles A i A’ són suplementaris. Per aquest motiu, trobem A’ = 180o – A= 113o 19’ 32’’.

Aquest és un cas excepcional, en la resta de casos les solucions que obtenim són úniques.
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